
পুনৰাবৃত্ত লিঘষ্ঠ অংশ যুক্ত িবভাজন সম্পকর্ীয় এটা িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণ

নয়নদীপ েডকা বৰুৱা আৰু পংকজ েজয্ািত মহন্ত

িবভাজন

এেকাটা ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্াক ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্াৰ েযাগফল ৰূেপ পৰ্কাশ কিৰেল, েসই ৰূপেটাক সংখয্ােটাৰ
এটা িবভাজন (partition) বুিল েকাৱা হয়। ইয়াত েযাগ ৈহ থকা পৰ্িতেটা সংখয্াক এটা এটা অংশ (part) েবালা হয়।
উদাহৰণসব্ৰূেপ, 4 ৰ এটা িবভাজন ৈহেছ 2 + 1 + 1। সাধাৰণেত, ইয়াক (2, 1, 1) ৰূেপও িলখা হয় আৰু েযাগ েহাৱা
সংখয্াসমূহৰ কৰ্মক িবেবচনা কৰা নহয়। অথর্াৎ, 4 ক 2 + 1 + 1 আৰু 1 + 2 + 1 ৰূপত িলিখেল, দুেয়াটাই এেকটা
িবভাজনেক বুজাব।

সংখয্ােবাৰৰ মুঠ িবভাজনৰ পিৰমাণক বুেজাৱা ৰািশেটাক িবভাজন ফলন (partition function) েবােল, আৰু ইয়াক
p(n) েৰ িচিহ্নত কৰা হয়। েসেয়, p(5) = 7, কাৰণ 5 ৰ মুঠ িবভাজন সাতটা আৰু েসইেকইটা ৈহেছ:

5, 4 + 1, 3 + 2, 3 + 1 + 1, 2 + 2 + 1, 2 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

সাধাৰণেত 0 েৰা এটা িৰক্ত িবভাজন আেছ বুিল ধিৰ p(0) = 1 েলাৱা হয়।

সৃষ্টক ফলন বা উৎপািদত ফলন

িবভাজন তত্তব্ৰ ৈসেত পৰ্গাঢ়ভােৱ জিড়ত এটা ধাৰণা ৈহেছ q-series। িবভাজন ফলনৰ গভীৰৈল যাবৈল েচষ্টা কেৰাঁেত
বয্ৱহাৰ েহাৱা িবিভন্ন গািণিতক আিহলাসমূহৰ িভতৰত এইেটাও এটা।

েকােনা অঋণাত্মক অখণ্ড সংখয্া n আৰু জিটল সংখয্া a, q ৰ বােব তলৰ পৰ্চিলত q-product ৰ সংজ্ঞােবাৰ েলাৱা
হওক:

(a; q)0 := 1,

(a; q)n :=

n−1∏
k=0

(1− aqk),

আৰু
(a; q)∞ := lim

n→∞
(a; q)n =

∞∏
k=0

(1− aqk), য’ত |q| < 1.

িবভাজন ফলনৰ সৃষ্টক ফলন (generating function) েটাৰ ৰূপেটা হ’ব:
∞∑

n=0

p(n)qn =
1

(q; q)∞
.
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কাৰণ,
1

(q; q)∞
=

1

1− q
· 1

1− q2
· · · 1

1− qk
· · ·

=

∞∑
n1=0

q1.n1

∞∑
n2=0

q2.n2 · · ·
∞∑

nk=0

qk.nk · · · ,

আৰু ইয়াৰ জিৰয়েত সৃষ্টক ফলনেটাৰ শুদ্ধতা বয্াখয্া কিৰব পািৰ। ইয়াত, েসাঁফালৰ পৰ্থম েশৰ্ণীেটােৱ েকােনা এেকাটা
সংখয্াৰ িবভাজনত অংশ 1 েটা িকমানবাৰ থািকব তাক িনণর্য় কেৰ। েসইদেৰ, িদব্তীয় েশৰ্ণীেটােৱ িবভাজনত অংশ 2 েটা
িকমানবাৰ থািকব, তৃতীয় েশৰ্ণীেটােৱ িবভাজনত অংশ 3 েটা িকমানবাৰ থািকব েসয়া িনণর্য় কেৰ, ইতয্ািদ।

এটা জিটল পৰ্শ্নৰ সহজ উত্তৰ

গিণতত অিত সহেজই বুিজব পৰা পৰ্শ্নেৰা উত্তৰ অতয্ন্ত জিটল েহাৱাৰ েদধাৰ উদাহৰণ আেছ। িকছুমান উত্তৰ
পাবৈলেতা শ শ বছৰ ৰ’ব লগা হয়। েতেনৈক, িকছুমান জিটল েযন লগা পৰ্শ্নৰ েতেনই সহজ অথচ িবচক্ষণ উত্তৰ েপাৱা
যায়। তলৰ উপপাদয্েটােৰা েতেন এটা উত্তৰ আেছ।

উপপাদয্ঃ ধৰা হওক, po(n) এ অযুগ্ম অংশেৰ গিঠত n ৰ িবভাজনৰ সংখয্াক বুজায়, আৰু Q(n) এ পৰস্পৰ অসমান
অংশেৰ গিঠত n ৰ িবভাজনৰ সংখয্াক বুজায়। েতেন্ত, সকেলা n ≥ 1 ৰ বােব,

po(n) = Q(n).

উদাহৰণসব্ৰূেপ, n = 9 ৰ অযুগ্ম অংশেৰ গিঠত িবভাজনসমূহ হ’ল 9, 7+1+1, 5+3+1, 5+1+1+1+1,
3+3+3, 3+3+1+1+1, 3+1+1+1+1+1+1, 1+1+1+1+1+1+1+1+1, আৰু পৰস্পৰ
অসমান অংশেৰ গিঠত িবভাজনসমূহ হ’ল 9, 8 + 1, 7 + 2, 6 + 3, 6 + 2 + 1, 5 + 4, 5 + 3 + 1, 4 + 3 + 2.
অথর্াৎ po(9) = Q(9) = 8. তলত আিম এই িবেশষ িবভাজন ফলন দুটাৰ সৃষ্টক ফলন দুটা পাম, আৰু পাঠকসকেল
িসহঁতক েশৰ্ণীৈল িবস্তািৰত কিৰেল েদখা পাব েয দুেয়াটা েশৰ্ণীেত q9 ৰ সহগ 8.

উপযুর্ক্ত উপপাদয্ৰ পৰ্মাণঃ ওপৰত আিম p(n) ৰ সৃষ্টক ফলনেটাত েদিখিছেলাঁ েয পৰ্িতেটা সব্াভািৱক সংখয্াৰ বােব এটাৈক
েশৰ্ণী েলাৱা ৈহেছ। েতেনদেৰ, po(n) ৰ সৃষ্টক ফলনেটা পাবৈল আিম পৰ্িতেটা অযুগ্ম সংখয্াৰ বােব এটাৈক েশৰ্ণী ল’েলই
হ’ব। অথর্াৎ, আিম পাম,

∞∑
n=0

po(n)q
n =

1

(q; q2)∞
.

এিতয়া,
1

(q; q2)∞
=

(q2; q2)∞
(q; q)∞

=
(−q; q)∞(q; q)∞

(q; q)∞
= (−q; q)∞.

আনহােত, (−q; q)∞ = (1+q)(1+q2) · · · (1+qk) · · · . েসেয় ই অংশসমূহ পৃথক পৃথক েহাৱা িবভাজনিবলাকক
িনেদর্শ কেৰ। অথর্াৎ,

∞∑
n=0

Q(n)qn = (−q; q)∞.

গিতেক আিম পাওঁ po(n) = Q(n).
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এই পৰ্মাণেটা িদিছল গিণতজ্ঞ অয়লােৰ, ওঠৰ শিতকাত। ই েয েকৱল পৰ্থেম জিটল েযন লগা এটা পৰ্শ্নৰ চমৎকাৰ
আৰু যেথষ্ট সৰল উত্তৰ, েতেন নহয়। ই েকােনা এেকাটা সংখয্াৰ এক পৰ্কাৰৰ িবভাজনৰ সংখয্া আন এক পৰ্কাৰৰ
িবভাজনৰ সংখয্াৰ ৈসেত েয সমান হ’ব পােৰ েসই সম্পেকর্ অিধক েকৗতূহলৰ সৃিষ্ট কেৰ।

পৰ্শ্নেটাৰ িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণ

ওপৰৰ পৰ্মাণেটা আিছল িবেশ্লষণাত্মক। তাত q-series ৰ গঠনৰ গািণিতক সাল-সলিন ঘটাই উত্তৰ িবচৰা ৈহেছ।
তাত িবভাজনসমূহৰ ৰূপ েকেনকুৱা, েসয়া েচাৱা েহাৱা নাই। তাত িবভাজনেবাৰ গণনা কৰা নাই, বা এক পক্ষৰ েকানেটা
িবভাজন আনেটা পক্ষৰ েকানেটা িবভাজনৰ ৈসেত শাৰী কিৰ ৰািখব পৰা যাব েসয়াও তাৰ জিৰয়েত ওেলাৱা নাই।
এেনেবাৰ কথা জািনব িবচৰা শাখােটা ৈহেছ িবনয্াস তত্তব্। উপপাদয্েটাৰ এটা িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণ তলত বণর্না কৰা
ধৰেণ িদয়া হয়।

পৰ্থেম, েকৱল অযুগ্ম অংশেৰ গিঠত এটা িবভাজন িবেবচনা কৰা হওক। যিদ িবভাজনেটাত i অংশেটা ki বাৰ থােক,
েতেন্ত িবভাজনেটাক আিম এেনদেৰ িলিখব পােৰাঁঃ

n = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k1 বাৰ

+3 + 3 + · · ·+ 3︸ ︷︷ ︸
k3 বাৰ

+ · · · + (2m− 1) + (2m− 1) + · · ·+ (2m− 1)︸ ︷︷ ︸
k2m−1 বাৰ

.

অথর্াৎ,
n = k1 · 1 + k3 · 3 + · · ·+ k2m−1 · (2m− 1). (১)

এিতয়া, পৰ্িতেটা ki ক 2 ৰ িকছুমান সুকীয়া সুকীয়া ঘাতৰ েযাগফল ৰূেপ অিদব্তীয় ৰূপত পৰ্কাশ কিৰব পৰা যায় (িযেটা
কাম সকেলা অখণ্ড সংখয্াৰ েক্ষতৰ্েত কিৰব পৰা যায়)। গিতেক, আিম তলৰ ৰূপেটা পামঃ

n = (2a +2b + · · ·+2c) · 1+ (2f +2g + · · ·+2h) · 3+ · · ·+ (2r +2s + · · ·+2t) · (2m− 1). (২)

ইয়াৰ জিৰয়েত আিম n ৰ এই িবভাজনেটা পামঃ

n = 2a + 2b + · · ·+ 2c + 2f · 3 + 2g · 3 + · · ·+ 2h · 3+

· · ·+ 2r · (2m− 1) + 2s · (2m− 1) + · · ·+ 2t · (2m− 1). (৩)

এই িবভাজনেটা ৈহেছ পৰস্পৰ অসমান অংশেৰ গিঠত িবভাজন। কাৰণ, পািটগিণতৰ বুিনয়াদী উপপাদয্ৰ পৰা আিম
জােনা েয, সংখয্াৰ েমৗিলক উৎপাদকীকৰণত 2 ৰ সুকীয়া ঘােত বা 2 ৰ এেক ঘাতৰ লগত পূৰণ ৈহ থকা সুকীয়া ডাঙৰ
অযুগ্ম সংখয্াই এেকাটা পৃথক সংখয্া িদেয়।

এিতয়াৈলেক কৰা বয্াখয্ািখিনৰ জিৰয়েত আিম েদিখেলাঁ েয, েকৱল অযুগ্ম অংশেৰ গিঠত n ৰ পৰ্িতেটা িবভাজনৰ
িবপৰীেত পৰস্পৰ অসমান অংশেৰ গিঠত এেকাটা সুকীয়া িবভাজন পাম। অকণমান মন কিৰেলই গম েপাৱা যায় েয
ইয়াৰ ওেলাটােটাও শুদ্ধ। তথািপ, আিম তলৰ বহল বয্াখয্ািখিন এবাৰ কিৰ চাব পােৰাঁঃ

পৰ্থেম আিম, পৰস্পৰ অসমান অংশেৰ গিঠত n ৰ িবভাজন এটা লওঁ। এিতয়া আিম, পৰ্িতেটা অংশক এটা অযুগ্ম
সংখয্া আৰু 2 ৰ ঘাতৰ পূৰণফল িহচােপ িলিখব পােৰাঁ। অথর্াৎ, ইয়াৰ ফলত ওপৰত িদয়া ৩ ৰ দেৰ এটা ৰূপ পাম।
এিতয়া আিম, এেক অযুগ্ম সংখয্া পূৰণ ৈহ থকা অংশেবাৰ এটা েগাটত ৰািখ ল’ম। েতেনকুৱা কিৰেল, ২ ৰ ৰূপেটা পাম।
এইবাৰ, এেকটা অযুগ্ম সংখয্া পূৰণ ৈহ থকা 2 ৰ ঘাতেবাৰ েযাগ কিৰ ১ ৰ দেৰ ৰূপেটা লাভ কিৰম। ফলত, েকৱল
অযুগ্ম অংশেৰ গিঠত n ৰ িবভাজন এটা পাম।
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উদাহৰণঃ ওপৰৰ িবেশ্লষণাত্মক পৰ্মাণেটােৱ কয় েয po(9) = Q(9) = 8. িকন্তু, এই িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণেটাৰ দব্াৰা
n = 9 ৰ বােব দুেয়া পক্ষৰ িবভাজনসমূহ তলত িদয়া ধৰেণ পৰস্পৰ সংযুক্ত কিৰব পৰা যায়।

9 ↔ 9,

7 + 1 + 1 ↔ 7 + 2 · 1 ↔ 7 + 2,

5 + 3 + 1 ↔ 5 + 3 + 1,

5 + 1 + 1 + 1 + 1 ↔ 5 + 4 · 1 ↔ 5 + 4,

3 + 3 + 3 ↔ 3 · 3 ↔ (2 + 1) · 3 ↔ 6 + 3,

3 + 3 + 1 + 1 + 1 ↔ 2 · 3 + 3 · 1 ↔ 2 · 3 + (2 + 1) · 1 ↔ 6 + 2 + 1,

3 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 ↔ 3 + 6 · 1 ↔ 3 + (4 + 2) · 1 ↔ 3 + 4 + 2 ↔ 4 + 3 + 2,

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 ↔ 9 · 1 ↔ (8 + 1) · 1 ↔ 8 + 1.

এইধৰণৰ পৰ্মাণক bijective proof বুিল েকাৱা হয়। িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণৰ ই এটা বহু পৰ্চিলত ধৰণ।

িবনয্াস তত্তব্ৰ সহজেবাধতা আৰু জিটলতা

বহু সময়ত েদখা যায় েয, িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণ বা বয্াখয্া এেকাটাত বহু তৰপীয়া অেনব্ষণ জিড়ত থািকেলও েসইেটা
বুিজ পাবৈল গিণতৰ আন শাখাতৈক তুলনামূলকভােৱ যেথষ্ট সহজ হয় বা বুেজাঁেত কম সময় লােগ। িকন্তু, েসই পৰ্মাণ
বা বয্াখয্ােটা এবােৰা েনােচাৱা পযর্ন্ত মনৈল েকােনা বাট নািহবও পােৰ। অথর্াৎ েসইেটা পৰ্মাণ বা বয্াখয্া কিৰবৈল েমৗিলক
িচন্তাৰ পৰ্েয়াজন হয়। েকিতয়াবা এেনকুৱাও হয় েয িবনয্াস তত্তব্ই পৰ্শ্ন এেকাটাৰ অিধক তথয্ পৰ্দান কেৰ, িযেবাৰ
িবেশ্লষণাত্মক পদ্ধিত বা আন পদ্ধিতেৰ েপাৱা নাযায়। আনহােত, েকিতয়াবা ওেলাটােটাও ঘেট। আৰু গিণতজ্ঞসকেল
েকােনা এক পদ্ধিতেৰ পৰ্মাণ এেকাটা িদয়াৰ পাছেতা, আন পদ্ধিতেৰ পৰ্মাণ কিৰব পািৰ েনিক তােৰা সন্ধান কিৰ থােক।
আন ধৰেণ পৰ্মাণ েহাৱা বহু উপপাদয্ৰ িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণ এিতয়াও কিৰব েনাৱৰা অৱস্থাত পিৰ আেছ।

এটা নতুন কাম

২০২৫ চনৰ মাচর্ মাহত জজর্ এণু্ডৰ্জ আৰু মহম্মদ বাচ্চাৰৈৱৰ এখন গেৱষণা-পতৰ্ ‘Journal of Mathematical Anal-
ysis and Applications’ জােনর্লত পৰ্কািশত হয়। তাত েতওঁেলােক িবেশষ েকইটামান িবভাজন ফলনৰ সৃষ্টক ফলন
উিলয়াইিছল, েসইসমূহ বয্ৱহাৰ কিৰ েকইটামান অনুিসদ্ধান্ত পৰ্মাণ কিৰিছল, আৰু েসই অনুিসদ্ধান্তসমূহৰ েকইটামানত
আিছল েয িবেশষ এেকাটা পৰ্কাৰৰ িবভাজনৰ সংখয্া অনয্ িবেশষ একািধক পৰ্কাৰৰ িবভাজনৰ সংখয্াৰ েযাগফলৰ ৈসেত
সমান। উেল্লখেযাগয্ েয জজর্ এণু্ডৰ্জ ‘ৰামানুজনৰ েহেৰাৱা েটাকাবহী’ উদ্ধাৰ কৰা আৰু পাছৈল েসইসমূহ সম্পািদত কিৰ
গৰ্ন্থ ৰূপত পৰ্কাশৰ কামত জিড়ত েহাৱা পৰ্িসদ্ধ গিণতজ্ঞগৰাকী। েতওঁ আেমিৰকান গািণিতক সিমিতৰ সভাপিতও আিছল।
িবভাজন তত্তব্, িবেশষৈক q-series ৰ িবেশ্লষণত েতওঁৰ দেৰ িসদ্ধহস্ত গিণতজ্ঞ িবশব্ত কেমই আেছ। েতওঁ িলখা ‘The
Theory of Partitions’ গৰ্ন্থখন িবভাজন তত্তব্ৰ বাইেবলসব্ৰূপ।

উিল্লিখত গেৱষণা-পতৰ্খনত েতওঁেলাকৰ পৰ্মাণসমূহ আিছল িবেশ্লষণাত্মক। েতওঁেলােক েসই অনুিসদ্ধান্তসমূহৰ িবনয্াস
তািত্তব্ক পৰ্মাণ অনয্ গেৱষকৰ বােব মুকিল সমসয্া ৰূেপ আগবঢ়াইিছল।
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আিম তােৰ েকইটামান অনুিসদ্ধান্তৰ িবনয্াস তািত্তব্ক পৰ্মাণ আগবঢ়াবৈল সক্ষম হওঁ। এই সম্পকর্ীয় ‘Bijective
proofs of some results on partitions with repeated smallest parts’ শীষর্ক আমাৰ গেৱষণা-পতৰ্খন ২০২৫
ৰ িডেচমব্ৰত ‘The Ramanujan Journal’ শীষর্ক জােনর্লখনত পৰ্কাশ পায়। তলৰ অনুেচ্ছদত আিম তােৰ এটা পৰ্মাণৰ
এটা অংশ পাঠকৈল আগবঢ়াইেছাঁ।

পৰ্মাণেটা

পৰ্থেম আিম েকইটামান সংজ্ঞা চাব লািগব।

• ধৰা হওক, s(π) এ π িবভাজনেটাৰ লিঘষ্ঠ অংশেটা, অথর্াৎ আটাইতৈক সৰু অংশেটা িচিহ্নত কেৰ।
• িযেকােনা ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া n আৰু k ৰ বােব, ধৰা হওক Sptkdo(n) এ n ৰ েসইসমূহ িবভাজন

π ৰ সংহিতেটাক বুজায় য’ত s(π) সমূ্পণর্ k বাৰ থােক আৰু বাকী অংশসমূহ পৰস্পৰ অসমান েহাৱাৰ
লগেত িসহঁতৰ েকােনােটাৰ পৰা s(π) িবেয়াগ কিৰেল িবেয়াগফলেটা 2 েৰ হৰণ নাযায়। েসই অনুযায়ী ধৰা
হওক, sptkdo(n) এ Sptkdo(n) সংহিতেটাৰ মাতৰ্া বুজায়। ধৰা হওক, B0(k, n) (যথাকৰ্েম, B1(k, n))
এ Sptkdo(n) সংহিতেটাৰ েসইসমূহ িবভাজন π ৰ মুঠ সংখয্াক বুজায় য’ত s(π) তৈক ডাঙৰ অংশসমূহৰ
মুঠ সংখয্া যুগ্ম (যথাকৰ্েম, অযুগ্ম), আৰু ধৰা হওক

sptk′do(n) = B0(k, n)−B1(k, n).

• pdo(n) ৈহেছ পৰস্পৰ অসমান অযুগ্ম অংশেৰ গিঠত n ৰ িবভাজনসমূহৰ মুঠ সংখয্া।
• p′do(n) ৈহেছ তলৰ পৰ্থমেটাৰ পৰা িদব্তীয়েটাৰ িবেয়াগফলঃ

(ক) pdo(n) এ গণনা কৰা েসইসমূহ িবভাজনৰ মুঠ সংখয্া য’ত অংশৰ সংখয্া যুগ্ম।
(খ) pdo(n) এ গণনা কৰা েসইসমূহ িবভাজনৰ মুঠ সংখয্া য’ত অংশৰ সংখয্া অযুগ্ম।

এিতয়া আিম আগবঢ়াব িবচৰা িসদ্ধান্তেটা হ’লঃ িযেকােনা অখণ্ড সংখয্া n ≥ 5 ৰ বােব, আিম পাওঁ

spt2′do(n) = p′do(n− 4)− p′do(n− 3)− p′do(n− 2).

যিদ n যুগ্ম হয়, েতেন্ত ইয়াৰ পৰ্মাণেটাত দীঘলীয়াৈক অিতিৰক্ত বয্াখয্া আগবেঢ়াৱাৰ পৰ্েয়াজন হয়। েসেয়, পাঠকৰ
বােব ইয়াত আিম েকৱল অযুগ্ম n ৰ বােবেহ পৰ্মাণেটা েদখুৱাম।

পৰ্থেম আিম িচিহ্নত কিৰ লওঁ েয, pdo(n) আৰু p′do(n) িবভাজন ফলন দুটাত িনিহত থকা িবভাজনসমূহৰ সংহিতক
কৰ্েম Pdo(n) আৰু P ′

do(n) এ বুজায়। তদুপিৰ, B0(k, n) আৰু B1(k, n) ফলন দুটাত িনিহত থকা িবভাজনসমূহৰ
সংহিতক কৰ্েম SB0(k, n) আৰু SB1(k, n) এ বুজায়, আৰু Sptkdo(n) ৰ অন্তভুর্ক্ত েসইসমূহ িবভাজন π ৰ
সংহিতেটা য’ত s(π) যুগ্ম তাক SptkEdo(n) এ বুজায়।

পৰ্মাণঃ যিদ π ∈ Spt2do(n), আৰু n অযুগ্ম, েতেন্ত s(π) যুগ্ম হ’বই লািগব।

গিতেক, পৰ্মাণেটাৰ বােব, আিম যুক্ত হ’বলগীয়া সংহিতেকইটা হ’ল Spt2Edo(n), Pdo(n− 4), Pdo(n− 3), আৰু
Pdo(n− 2). এিতয়া আিম এেকাটা সংহিতত থকা িকছুমান িবভাজনৰ সংিশ্লষ্ট ৰূপত আন এেকাটা সংহিতৰ িকছুমান
িবভাজন পাবৈল এেকাটা ফলন গঠন কিৰম।
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যিদ π ∈ SB0(k, n) (বা SB1(k, n)) আৰু যিদ ইয়াৰ সংিশ্লষ্ট িবভাজনেটা েকােনা m ৰ বােব Pdo(m) ত
থােক িযেটা যুগ্ম (বা অযুগ্ম) সংখয্ক অংশেৰ গিঠত, েতেন্ত দুেয়াটা িবভাজনক আিম অিভন (SAME) পৰ্কৃিতৰ বুিল ক’ম।
অনয্থা, আিম িসহঁতক িবপৰ্তীপ (OPPOSITE) পৰ্কৃিতৰ বুিল ক’ম। িযেকােনা m আৰু n ৰ বােব Pdo(m) ৰ পৰা
Pdo(n) ৈল সংিশ্লষ্ট িবভাজন উিলয়াওঁেতও আিম এই সংজ্ঞা দুটা বয্ৱহাৰ কিৰম।

এই অনুসিৰ, এিতয়া আিম সংিশ্লষ্ট িবভাজনেবাৰ পাবৈল তলৰ ফলনেবাৰ গঠন কিৰম।

1) Pdo(n− 4) ৰ পৰা Spt2Edo(n)
⋃
Pdo(n− 2) ৈল।

(π1, . . . , s(π))


f1−→ (π1, . . . , s(π), 2, 2), যিদ s(π) ̸= 1,

f2−→ (π1 + 2, . . . , s(π)), যিদ s(π) = 1.

ইয়াত, সংিশ্লষ্ট িবভাজনেবাৰ অিভন পৰ্কৃিতৰ। তদুপিৰ, f1(π) ∈ Spt2Edo(n) আৰু f2(π) ∈ Pdo(n− 2).

2) Pdo(n− 3) ৰ পৰা Spt2Edo(n)
⋃
Pdo(n− 2) ৈল।

(π1, π2, . . . , πr, s(π))



f3−→ (π1 − s(π) + 1, π2, . . . , πr, s(π) + 1, s(π) + 1),

যিদ s(π) ̸= 1 আৰু π1 − π2 > s(π),

f4−→ (π2 + 2, π2, . . . , πr, s(π), π1 − π2 − 1),

যিদ s(π) ̸= 1 আৰু π1 − π2 < s(π),

f5−→ (π1 + 2, π2, . . . , πr),

যিদ s(π) = 1.

ইয়াত, f3(π) ∈ Spt2Edo(n) আৰু f4(π), f5(π) ∈ Pdo(n − 2), আৰু পৰ্িতেটা েক্ষতৰ্েত সংিশ্লষ্ট িবভাজনেবাৰ
িবপৰ্তীপ পৰ্কৃিতৰ।

গিতেক, আিম পাওঁ

p′do(n− 4)− spt2′do(n)− p′do(n− 3)− p′do(n− 2) = 0.

ই আমাৰ পৰ্মাণেটা সমূ্পণর্ কেৰ।

তলৰ িচতৰ্েটাত এটা উদাহৰণ েদখুওৱা হ’ল।
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17 + 2 + 2

9 + 5 + 3 + 2 + 2

13 + 4 + 4

9 + 6 + 6

Spt2Edo(21)

13 + 3 + 1

11 + 5 + 1

9 + 7 + 1

17

9 + 5 + 3

Pdo(17)

17 + 1

9 + 5 + 3 + 1

15 + 3

13 + 5

11 + 7

Pdo(18)

15 + 3 + 1

13 + 5 + 1

11 + 7 + 1

19

11 + 5 + 3

9 + 7 + 3

Pdo(19)

f2

f1

f5

f3

f4

n = 21 ৰ বােব সংিশ্লষ্ট িবভাজনেবাৰ।

তথয্সূতৰ্ আৰু সামৰিণ

িবভাজন তত্তব্ সম্পেকর্ অিধক আগৰ্হী পাঠেক তলত উিল্লিখত গৰ্ন্থখন আৰু গেৱষণা-পতৰ্ দুখন কৰ্ম অনুসােৰ পিঢ় চাব
পােৰ। েশহতীয়াৈক এণু্ডৰ্জ আৰু েতওঁৰ সহ-েলখকগৰাকীেয় ভােলিখিন িবনয্াস তািত্তব্ক সমসয্া আগবঢ়াইেছ। পাঠকসকেল
েসইসমূহ সমাধানত জিড়তও হ’ব পােৰ।
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[২] Andrews G.E., El Bachraoui, M.: On the generating functions for partitions with repeated smallest part. J. Math.
Anal. Appl. 549, 129537 (2025)

[৩] Baruah, N.D., Mahanta, P.J.: Bijective proofs of some results on partitions with repeated smallest parts. Ramanujan
J. 69, 11 (2026)

নয়নদীপ েডকা বৰুৱা েতজপুৰ িবশব্িবদয্ালয়ৰ গিণতিবজ্ঞান িবভাগৰ অধয্াপক আৰু পংকজ েজয্ািত মহন্ত এেক িবভাগেৰ গেৱষক ছাতৰ্।
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